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Аннотация: Предлагается новый подход к расчету подземных сооружений, распо-
ложенных в массиве пород, напряженно-деформированное состояние которого из-
менилось в результате техногенных воздействий. Оценка несущей способности 
конструкций определяется на основе новых аналитических решений ряда плоских 
задач теории упругости для полубесконечной среды, ослабленной подкрепленным 
круговым отверстием, при действии полей напряжений, обусловленных различ-
ными факторами, в частности, связанных с наземным и подземным строительством 
близко расположенных сооружений. Методы решения рассматриваемых задач ос-
нованы на применении комплексных потенциалов Колосова-Мусхелишвили и аппа-
рата аналитического продолжения регулярных в нижней полуплоскости функций 
через бесконечную прямолинейную границу в верхнюю полуплоскость. Предложен-
ный подход реализован в виде соответствующего программного обеспечения. В ка-
честве примера практического применения разработанного подхода выполнена 
оценка напряженного состояния обделки перегонного тоннеля метрополитена, 
пройденного вблизи заглубленных опор Западного скоростного диаметра г. Санкт-
Петербурга. Выполненное сравнение полученных результатов с данными монито-
ринга подтвердило возможность практического использования предлагаемого под-
хода. 
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Annotation: A new approach to the design of underground structures in the rock mass, 
the stress-strain state of which has changed as a result of techno genic factors, is pro-
posed. To estimate the influence of man-made impacts, a number of new analytical so-
lutions of plane problems of elasticity theory for a semi-infinite medium weakened by a 
reinforced circular hole and subjected to the action of stress fields have been obtained. 



Methods of solving the problems considered include the representation of stresses and 
deformations in the semi medium and the ring through derivatives of complex Kolosov-
Muskhelishvili potentials and the apparatus of analytical continuation of regular functions 
in the lower half plane through on infinite rectilinear boundary into the upper half plane. 
The approach is implemented by the software. As an example of the approach applica-
tion, a stress state estimation of the lining of the subway tunnel driven near the buried 
supports of the St. Petersburg Western High-speed diameter. The comparison of the ob-
tained results with the monitoring data confirmed the possibility of practical use of the 
approach. 
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Введение  
Проблема оценки влияния воздействий техногенного характера на напряженно-

деформированное состояние горного массива и расположенных в нем подземных 
сооружений является весьма актуальной. Так, в практике строительства известны 
случаи, когда выемка грунта из котлована приводила к повреждению обделок близ-
корасположенных тоннелей [1]. Воздействия техногенного характера являлись 
также причиной искривления продольной оси тоннеля, возникновения продольных 
трещин и раскрытия стыков между блоками обделки. При этом защитные меропри-
ятия, предусматриваемые проектами, не всегда позволяют снизить воздействия 
производимых строительных и земляных работ на окружающий массив и располо-
женные в нем сооружения до безопасного уровня [2]. В целом, исследования, крат-
кий обзор которых приведен в работах [2,3], показывают, что при планировании 
горно-строительных работ, необходимо осуществлять постоянный мониторинг со-
стояния несущих конструкций и выполнять оценку влияния техногенных факторов 
на подземные сооружения. При этом проектирование новых объектов подземного 
строительства также должно осуществляться с учетом существующих полей техно-
генных напряжений в горном массиве. 

В настоящее время при расчете подземных сооружений широкое применение 
получили универсальные компьютерные программные комплексы, которые позво-
ляют осуществлять прогноз напряженного состояния массивов горных пород и рас-
положенных в нем конструкций [4, 5]. При этом у проектировщиков появляются ши-
рокие возможности реализации сложных геомеханических моделей «крепь – мас-
сив». Однако учет большого количества влияющих факторов при численном моде-
лировании требует значительных затрат времени на подготовку исходных данных, 
выполнение расчетов и анализ полученных результатов, что делает весьма затруд-
нительным применение таких моделей с целью рассмотрения большого количества 
вариантов проектируемых конструкций и определения их рациональных парамет-
ров. Кроме этого реализация сложных многофакторных моделей связана с пробле-
мой получения необходимых для расчета параметров крепи и массива, определе-
ние которых требует проведения специальных дорогостоящих натурных и лабора-
торных исследований. В связи с  этим наряду со сложными трехмерными расчет-
ными схемами в практике проектирования успешно применяются более простые 
плоские модели [6].   

Следует отметить, что необходимость ограничения в ходе численного модели-
рования размеров рассматриваемых областей и отсутствие строгих рекомендаций 
по заданию в формируемых компьютерных моделях соответствующих граничных 
условий может приводить к существенным погрешностям в ходе расчета. В связи с 
этим необходима корректировка используемых численных моделей на основе дан-
ных, например, полученных с помощью физического моделирования [7, 8] или 



натурных наблюдений [6] с использованием систем мониторинга состояния подзем-
ных конструкций [9, 10].  

Одним из перспективных направлений совершенствования проектирования яв-
ляется применение результатов обработки данных натурных наблюдений или чис-
ленного моделирования с целью выявления соответствующих закономерностей, 
предназначенных для экспресс - оценки влияния строительных работ на величины 
усилий, возникающих в подземных конструкциях [11, 12].  

В настоящее время с целью учета влияния строительных работ, выполняемых 
на дневной поверхности,  в нормативно-технические документы ряда стран вклю-
чены подходы к расчету подземных сооружений, основанные на методах строи-
тельной механики. При этом влияние техногенных воздействий  моделируется рав-
номерной нагрузкой, прикладываемой непосредственно к подземной конструкции, 
которая моделируется стержневой системой, а необходимые данные об интенсив-
ности нагрузки определяется по приближенным формулам [13] или на основе чис-
ленного моделирования [14]. Упрощенные подходы реализующие, в частности,  
теорию расчета балок на упругом основании, позволяют оценивать усилия, возни-
кающие в поперечных сечениях обделки при искривлении трассы тоннеля, вызван-
ном возведением зданий или производством земляных работ [15]. Применение от-
носительно простого математического аппарата, тем не менее, позволяет получить 
результаты, хорошо согласующиеся с  данными натурных наблюдений [16] и чис-
ленного моделирования [17].  

Аналитические методы, основанные на решениях соответствующих плоских за-
дач теории упругости, играют важную роль на стадии предварительной проработки 
технических решений проекта [16 - 19]. Указанные методы позволяют определять 
напряжения и усилия в обделках тоннелей при действии нагрузок от зданий и транс-
портных средств на поверхности, в том числе с учетом технологической неоднород-
ности вмещающего массива пород. К очевидным достоинствам аналитических ме-
тодов следует отнести контролируемую точность решения поставленных задач, 
воспроизводимость получаемых результатов, высокую эффективность при выпол-
нении многовариантных расчетов и возможность рассмотрения бесконечных и по-
лубесконечных сред, которыми моделируется горный массив. 

В настоящей работе предлагается решение новой задачи геомеханики, связан-
ной с математическим моделированием напряженно-деформированного состояния 
подземных конструкций и вмещающих пород, подверженных действию нагрузок от 
зданий и сооружений с заглубленными (в том силе – свайными) фундаментами. При 
этом принимается, что в горном массиве формируются поля так называемых тех-
ногенных напряжений, которые накладываются на напряжения, обусловленные 
естественными факторами, например, действием собственного веса пород или 
давлением подземных вод. Такая постановка задачи дает возможность получения 
аналитических решений целого ряда прикладных задач геомеханики, используя 
имеющийся задел в теории расчета подземных сооружений [18, 19]. 

 
Методы исследования 
С целью определения напряженно-деформируемого состояния обделки тон-

неля, испытывающего воздействие техногенных полей напряжений, используется 
расчетная схема, представленная на рис. 1. 
 



 

Рис. 1. Расчетная схема обделки тоннеля 
Fig. 1. The design scheme of the tunnel 
 

Здесь полубесконечная среда S0, моделирующая грунтовый массив, ослаблена 
отверстием, которое подкреплено кольцом S1, моделирующим обделку тоннеля. 
Деформационные свойства материалов среды S0 и кольца S1 характеризуются мо-

дулями деформации Ej и коэффициентами Пуассона j (j = 0, 1).  
Следуя основным принципам механики подземных сооружений [20], общий под-

ход к решению поставленных задач заключается в представлении напряженного 
состояния моделирующей грунтовый массив полубесконечной среды S0, как суммы 
полей начальных и дополнительных напряжений и деформаций. Принимается, что 
поля начальных напряжений и деформаций (обусловленные как естественными, 
так и техногенными факторами), формирующиеся в грунтовом массиве в резуль-
тате статического приложения рассматриваемой нагрузки, не связаны с сооруже-
нием выработки и являются известными, поскольку могут быть определены экспе-
риментально или на основе решений соответствующих задач теории упругости для 
сплошной полубесконечной среды S0.  При этом начальные деформации, обуслов-
ленные естественными воздействиями, из рассмотрения исключаются [20]. Допол-
нительные напряжения и деформации, обусловленные влиянием проходки и креп-
ления выработки, которая моделируется в расчетной схеме (рис.1) подкрепленным 
отверстием, отыскиваются в ходе решения задачи.  

Собственный вес грунта и техногенные воздействия моделируются на единой 
методологической основе путем введения в рассмотрение соответствующих полей 
начальных напряжений. Так, действие собственного веса грунта моделируется по-

лем начальных напряжений x
(0)(0), y

(0)(0), линейно зависящих от координаты y. Ана-
логичным образом, вводя в рассмотрение соответствующие поля напряжений, обу-
словленные действием сил P1, P2, P3, моделируется влияние на массив свай-стоек, 
а действием соответствующих распределенных нагрузок – висячих свай (q1), за-
глубленных фундаментов (q2), сооружений и транспортных средств на поверхности 
(q3). 

Граничные условия на линии контакта L0 отражают непрерывность векторов пол-
ных нормальных и касательных напряжений и деформаций в соответствующих точ-



ках средах S0 и кольца S1. Условия на свободных от нагрузки границах  L1 и L/ отра-
жают отсутствие нормальных и касательных напряжений. При рассмотрении 
нагрузки q3 в граничном условии на  L/ задается соответствующее нормальное рав-
номерно распределенное давление.  

Следует отметить, что до настоящего времени в геомеханике имелись решения 
частных задач, связанных с расчетом подземных сооружений мелкого заложений 
на действие гравитационных сил или нагрузок на земной поверхности [18,19], при 
этом проблема оценки влияния техногенных полей напряжений на подземные со-
оружения неглубокого заложения рассматривается впервые.  

С целью построения соответствующего метода расчета подземных конструкций 
рассматриваются аналитические решения ряда плоских задач теории упругости, 
основанные на применении метода Н.И.Мусхелишвили [20], С этой целью вводятся 

в рассмотрение комплексные потенциалы j(z), j(z) (j = 0, 1),  полностью опреде-

ляющие напряженно-деформированное состояние рассматриваемых точек z=x+iy 
(i - мнимая единица) полубесконечной среды S0 (j = 0) и кольца  S1 (j = 1). В резуль-
тате осуществляется переход к краевым задачам теории функций комплексного пе-
ременного (ТФКП), связанных с отысканием двух пар функций, которые могут быть 
представлены в виде рядов Лорана [20].  

В отличие от принятых ранее подходов [18 - 23] к решению аналогичных задач, 

в настоящей работе в качестве искомых принимаются функции j(z), j(z), опреде-
ляемые соотношениями 
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При этом краевые условия рассматриваемых задач принимают вид: 
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- на L1 (t = R1) 
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Здесь t – аффикс точки рассматриваемого контура; ie   точка единичной 

окружности ( – угловая координата соответствующей точки); j (j = 0, 1) – пара-

метры Ламе; j – коэффициенты вида напряженного состояния; fk(t) (k = 1, 2) – ком-

плексные функции, соответствующие рассматриваемым воздействиям.  

Поскольку определить функции fk(t) с использованием известных [21, 24] реше-

ний задач о действии сосредоточенных и распределенных нагрузок (рис. 2) в упру-

гой полуплоскости не представляется возможным, в работе получены соответству-

ющие решения выражения с использованием метода Н.И.Мусхелишвили.  



 
Рис. 1. Расчетная схема для определения напряженно – деформированного со-
стояния упругой полуплоскости, нагруженной сосредоточенной силой (а) и распре-
деленными нагрузками (б) 
Fig. 1. The design scheme for determining stress-strain state of elastic half-plane 
loaded with a concentrated force (a) and distributed loads (b) 

 

Так, выражения для комплексных потенциалов, определяющих напряженно-де-

формированное состояние в произвольной точке z полуплоскости (рис. 2, а), нагру-

женной в произвольной точке z0=x0+iy0 сосредоточенной силой P , принимают вид:  
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Очевидно, что проинтегрировав выражения (5), можно записать выражения для 

комплексных потенциалов в решениях задач о действии распределенных нагрузок, 

показанных на рис. 2,б.  

После отыскания функций fk(t), входящих в граничные условия (3), поставленные 

выше задачи были решены с использованием свойств интегралов типа Коши и ком-

плексных рядов.  

Полученные решения реализованы в виде программного обеспечения, позволя-

ющего производить расчет круговых обделок тоннелей мелкого заложения с учетом 

техногенных воздействий на вмещающий грунтовый массив. 

С целью приближенного учета размера фундамента в направлении, перпендику-
лярном плоскости сечения тоннеля, результаты расчета умножаются на коэффи-
циент приведения k < 1. Указанный коэффициент определяется подобно тому, как 
сделано в работах [21,22], и вычисляется как отношение вертикальных напряжений 
в точке сплошного полупространства, соответствующей центру рассматриваемого 
сечения тоннеля, полученных из решения задач о напряженном состоянии полу-
пространства, нагруженного приложенными внутри него нагрузками, распределен-
ными по заданной площади и по полосе бесконечной длины, параллельной оси тон-
неля.  

При расчете на действие собственного веса пород и нагрузок от фундаментов 

сооружений, построенных задолго до проходки тоннеля, необходимо учитывать, 



что перемещения в грунтовом массиве к этому времени уже реализовались [23],  и 

функция f2(t) полагается равной нулю. Кроме того, в соответствии с подходом, из-

ложенным в работах [18, 23], с целью учета пространственного характера нагруже-

ния подземной конструкции, обусловленного отставанием ее возведения от забоя 

выработки, напряжения в кольце S1, полученные из решений соответствующих за-

дач, должны быть умножены на корректирующий множитель * < 1. 

 
Практическое применение предложенного подхода 
С целью апробации предложенного подхода была выполнена оценка напряжен-

ного состояния обделки двухпутного перегонного тоннеля метрополитена, пройден-
ного под Невским заливом и западной оконечностью Васильевского острова в г. 
Санкт-Петербург.  

Проходка тоннеля осуществлялась с помощью тоннелепроходческого механизи-
рованного комплекса. Обделка тоннеля наружным диаметром 10,3 м изготовлена 
из железобетонных блоков толщиной 450 мм. Материал блоков – бетон В60 с мо-

дулем деформации E1 = 40000 МПа и коэффициентом Пуассона 1 = 0,25. Вмеща-
ющие грунты представлены глинами с модулем деформации E0 = 200 МПа и коэффици-

ентом Пуассона 0 = 0,35.  
Поскольку рассматриваемое сооружение имеет повышенный уровень ответ-

ственности, а горно-геологические условия строительства являются весьма слож-
ными, при проектировании были предусмотрены мероприятия, позволяющие осу-
ществлять постоянный мониторинг состояния подземной конструкции. С этой це-
лью в 14-и контрольных сечениях обделки по трассе тоннеля было установлено 28 
колец, блоки которых оборудованы струнными деформометрами. При этом одно из 
контрольных сечений по трассе тоннеля (кольца №№ 2329, 2330) расположено 
вблизи опор Западного скоростного диаметра Санкт-Петербурга (ЗСД). Соответ-
ствующий участок схематично изображен на рис. 2. Здесь цифрами показаны от-
метки глубин Невского залива. Расположение датчиков в кольцах обделки показано 
на рис. 3. Значения нагрузок на свайные опоры ЗСД приводятся в таблице. 

 
 

 
 

Рис. 2. Схема расположения опор относительно тоннеля 
Fig. 2. Location of the supports relative to the tunnel  

 



     
 а б 
Рис. 3. Расположение датчиков в обделке тоннеля в кольцах 2329 (а) и 2330 (б) 
Fig. 3. Locations of tunnel linings sensors in rings 2329 (a), 2330 (b) 
 

Таблица 
Проектные величины нагрузок на свайные опоры ЗСД 
 

Опора 
Максимальная  

расчётная 
нагрузка, МН 

Число 
свай 

V-8-1 42,6 5 
V-8-2 44,0 5 
V-8-3 15,6 5 
V-8-4 15,6 5 
V-8-5 15,6 5 
V-9-1 21,1 12 
V-9-2 21,1 12 

 
После окончания строительства подземного сооружения методом намыва уро-

вень дневной поверхности над тоннелем был поднят до отметки +3,1 м. При этом 
произошло перераспределение напряжений в обделке, которое было зафиксиро-
вано датчиками, установленными в подземной конструкции.   

Разработанный метод расчета позволил выполнить оценку напряженно-дефор-
мированного состояния обделки тоннеля в рассматриваемом сечении и сопоста-
вить полученные результатов с имеющимися данными натурных наблюдений.  

Давление воды на дно водоема до проведения работ по намыву и вес намытого 
грунта моделировались с применением общей расчетной схемы (рис. 1) путем при-
ложения нагрузок к  границе полуплоскости соответственно до и после образования 
подкрепленного отверстия. При этом, поскольку глубина залива слева и справа от 
трассы тоннеля несколько отличается (см. рис. 2), различается также интенсив-
ность нагрузок, приложенных к границе полуплоскости слева и справа от оси y. 

Нагрузки, передаваемые на грунт от опор, моделировались 17-ю сосредоточен-
ными силами, расчетные значения которых определялись с учетом пространствен-
ного характера расположения нижних частей свай относительно сечения. Положе-
ния и величины расчетных нагрузок показаны на рис. 4. 

Корректирующий множитель, учитывающий отставание возведения крепи от за-

боя, при расчетах был принят равным * = 0,6 [23]. 



 
Рис. 4. Схема расположения расчетных нагрузок  
Fig. 4. Scheme of design loads 
 
 
Результаты расчета, сравнение с данными натурных измерений 
 
Расчетные эпюры нормальных тангенциальных напряжений на внутреннем и 

наружном контурах обделки приведены на рис. 5 а, б. Рассматривались следующие 
сочетания нагрузок:  

1) собственный вес грунта, давление воды на дно водоема и нагрузки от опор 
ЗСД (пунктирные линии);   

2) собственный вес грунта после подъема высотных отметок земной поверхно-
сти, нагрузки от опор ЗСД (сплошные линии). 

Для сравнения на рис. 5 точками показаны измеренные значения напряжений в 
обделке. Изменение напряжений, вызванное подъемом отметок земной поверхно-
сти, показано стрелками.  

Анализ приведенных на рис. 5 результатов позволил сделать вывод об удовле-
творительном согласовании данных измерений и расчета. Так, из 32-х показаний 
датчиков 17 близки к расчётным значениям, и только 3 – несколько их превышают.  
  



 
 

а 
 

 
б 

Рис. 5. Окружные напряжения в обделке тоннеля после профилирования  
поверхности: а – на внутреннем контуре; б – на наружном контуре 
Fig. 5. Circumferential stresses in the tunnel lining after surface profiling: a – along inter-
nal outline; б – along external outline 
 
 

Обсуждение результатов 
Полученные в ходе выполненных исследований результаты показали, что техно-

генные поля напряжений в массиве грунта, обусловленные наличием опор путепро-
вода ЗСД, а также перепрофилированием земной поверхности, оказывают суще-
ственное влияние на напряженно-деформированное состояние подземных кон-
струкций. При этом наличие заглубленных опор приводит к увеличению максималь-
ных сжимающих напряжений в обделке на 13%, а изменение высотных отметок по-
верхности – на 30%.  



Не смотря на то, что в рассматриваемом случае сваи расположены достаточно 
далеко от оси тоннеля, их влияние на напряженное состояние обделки проявляется 
весьма значительно и должно учитываться при проектировании. То же можно ска-
зать об изменении высотных отметок земной поверхности. 

 
Заключение 
В работе предложен новый подход к учету влияния техногенных воздействий на 

напряженно-деформированное состояние подземных конструкций. В основу под-
хода положено представление о техногенных воздействиях как дополнительных по-
лях напряжений, формирующихся во вмещающем грунтовом массиве. В качестве 
таких воздействий рассматриваются нагрузки, обусловленные весом зданий и со-
оружений на земной поверхности, проведением строительных работ и др. С целью 
реализации данного подхода получены аналитические решения ряда плоских кон-
тактных задач теории упругости для кругового кольца, подкрепляющего отверстие 
в полуплоскости при наличии полей напряжений, определяемых в зависимости от 
рассматриваемых воздействий. На основе полученных решений разработан метод 
расчета обделок тоннелей, реализованный в виде компьютерного программного 
комплекса. Возможности разработанного метода проиллюстрированы на примере 
расчета обделки перегонного тоннеля, сооружаемого в зоне влияния опор путепро-
вода, и строительных работ, связанных с изменением высотных отметок земной 
поверхности. Удовлетворительное согласование полученных результаты с дан-
ными натурных измерений свидетельствует о возможности практического примене-
ния предложенного метода.  
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